Centrul de Excelenta
Clasa a VIII —a 15.10.2005

Numere reale. Intervale de numere reale.

4x -5
x+1

e’.

1. a) Sa se determine x € Z astfel incat

b) S4 se determine x € N astfel incat | 2x '11 eN.
X +

2. Determinati numerele naturale n pentru care /30-2+/n+1 este numar natural.

3. Determinati toate numerele de doui cifre ab astfel incat numirul

\/ 2(a+b)+ab+ba si fie numir natural.

4. Dacan € N*, aratatica A € N, unde A= [444..4 - 888...8

2n cifre n cifre

5. Stiind ca (12-a +b)«/§=b‘1 \/E‘ +2, sa se determine a, b € Q.

6. Calculati S=v2 +~422 ++/2° +...+~/2" .

7. Aratati ca 1 + 17 + 29 >6
' V28 470 208
e - e 6 20 42 +/2n(2n +1
8. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei p: T+ 5 + T +ot 4( 1 )<g.
n

9. Fie a:\/6-\/§- \/6+x/§. Calculati (a ++/10)>%.

L+5 siB= -5 Sa se arate ca
\/§+\/3+\/§ ﬁ_\/3_ﬁ

|A+B| =2 si si se calculeze max{A, B|}

10. Se dau numerele reale A=

11. Daca x si y verifica relatia x> + y2 —4x + 2y =20, atunci x € [-3; 7] siy € [-6; 4].

12. Fie X, y, z € R pentru care x° + y* + z° - 2(x + 2y — 3z) = 2. S se afle ciror
intervale apartin numerele x, y, z.

13. Aratati ca numarul real A = \/ n-+2n-1+ \/ n++/2n-1 apartine intervalului
(«/4n-3 ;\/4n-1), oricare ar fin € N*\{1}.
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Centrul de Excelenta
Clasa a VIII —a 05.11.2005

Numere reale. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere.

1. FieE=a’+b>+c*—a+2b—6¢c+8,undea, b, c e R.
a) Sa se determine valoarea minima a lui E.
b) Aratati ca daca E=0, atuncia € [-1 ;2],b € [-2,5;0,5] sic € [1,5;4,5].

a’+b? a+b
>

2. a) Aratati cd oricare ar fi a, b € R, are loc inegalitatea: 5

b) Demonstrati ca pentru orice numar real x are loc inegalitatea:
VX7 +25+4/x2 +36 +4x7 +49 +4/x> + 64 > (2x +13W2 .

+ ! + 1
I+x+xy l+y+yz I1+z+2zx

3. Demonstrati ca daca xyz = 1, atunci =1.

4. Fie x, y, z numere Intregi distincte doud cate doua astfel incat xy + yz + xz = 26. Sa se
arate ¢ x* +y° +z° > 29.

5. a) Descompuneti in factori expresia E(x) = x* - 2x° + 2x* - 2x + 1.
b) Aratati cd E(x) > 0, oricare ar fi x € R s1 gasifi valoarea lui x pentru care E(x) = 0.

6. Aflati valoarea minimi a expresiei E(x) = (x + 1)(x — 4)(x* — 3x + 8) + 40, unde
x € R.

7. Determinati toate tripletele de numere reale a, b, ¢ care verificd egalitatea
2 3

1
a’+2b* +3¢’ + 5+ S+ =12
a b c
8. Se dau numerele reale nenule a, b, c. Sa se arate ca
23 . b3 . 3 ) b3 3 . 23
a’+ab+b> b +bc+c?

= + .
c2+ca—|-a2 a2+ab+b2 b2+bc—|-c2 c2+ca+a2

1

. 1 1 .
9. a) Demonstratica ———= > — — ,oricarc ar fik > 1.
) ! k+1Wk vk Wk+l

b) Demonstrati ca
1 1 1 1 1

i + Wi + 4ﬁ+...+ —(n+1)\/H+E

10. Sa se arate ca daca inversul sumeli a trei numere este egal cu suma inverselor lor, atunci
cel putin doua dintre numere au acelasi modul.

> 1, oricare ar fin € N*.
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Centrul de Excelenta
Clasa a VIII —a 28.01.2006

Probleme date la olimpiadele de matematica - Etapa locala
1. Se da un cub ABCDA’B’C’D’cu latura de 8 cm. Fie E mijlocul muchiei BB’. Aflati:

/\
a) m(AB’, BD)
b) sinusul unghiului format de planele (A’BD) si (BC’D)
c) d(E, (ACC?))
(Buzau, 2005)

1 1 1
2. Sa se arate ca daca x, y, z sunt numere rationale nenule astfel incat < t—+—=1

y z
numirul A= (% + lj (% + 1J[X—yz + lj este nenegativ, iar \/K e N.

(Bihor, 2005)

3. a) Sdse arate ca X\/; + Y\/; 2 X\/? + Y\/; , oricare ar fi numerele reale pozitive x siy.

b) Aratati ca pentru orice numar natural nenul n are loc inegalitatea:
1 1

1 1 1
+ + +...+ <l-—
W2+ 334242 444343 m+DWn+1+nvn Jn+1-

(Bihor, 2005)
4. a) Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, demonstrati ca E(a, b, ¢) <0, unde
E(a, b, c)=(c—a’—b*)* —4a’b".
b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (x + 1)(3x + 5)(3x + 4)* = 4.
(Sibiu, 2005)
5. Se considerd numerele reale pozitive X,y, z. Aratati ca :
a) dacd x+<y*z=1,atunci (x +y)z" + (y + 2)x’ + (z+ x)y’ > 6.

, atunci

. 1
b) dacax +y+z=1, atunci Xz(y+Z)+yz(Z+X)+ZZ(X+Y)SZ.

(Sibiu, 2005)
6. Se da un triunghit ABC cu m(£A)=90°, AB =3 cm s1i AC =4 cm. Fie S un punct din
spatiu, S ¢ (ABC), astfel incat planele (SAB), (SBC) si (SAC) formeaza cu planul
(ABC) unghiuri congruente de masura 60°. Sa se calculeze :
a) distanta de la punctul S la planul (ABC)

b) ariile triunghiurilor SAB, SBC si SAC.
(Bihor, 2005)

7. Se da un romb ABCD cu AB = a si m(£B) = 60°. Fie SA 1L (ABC),SA=aiarEsi F
mijloacele segmentelor (AB), respectiv (AD).
a) Sa se gaseasca punctul M e (CS) egal departat de punctele A, C, E, F si S.
b) Calculati sinusul unghiului format de planele (EFS) si (EFM).
(Vaslui, 2005)
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Centrul de Excelenta
Clasa a VIII —a 18.03.2006

Poliedre

1. Se da un cub ABCDA’B’C’D’. Calculati masura unghiului planelor
a) (DC’B’) si (DBA’)
b) (DC’B’) si (ABC’)

2. Fie piramida triunghiulara regulatda SABC. Prin muchia BC se duce un plan
perpendicular pe muchia SA. Stiind ca lungimea muchiei laterale este de 10 cm, iar
lungimea nélfimii este de 8 cm, sa se afle :

a) Distanta dintre doud muchii opuse
b) Aria triunghiului de sectiune.

3. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ cu AA’ < min(AB, BC). Fie O centrul
dreptunghiului ABCD. Sa se demonstreze ca paralelipipedul este cub daca si numai daca
COLAC.

4. Fie cubul ABCDA’B’C’D’. Paralela dusa prin O (centrul fetei ADD’A’) la AC
intersecteaza planul (BB C’) in T. S& se determine sinusul unghiului format de planele
(CTO) si (AB’D”).

5. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ si M un punct pe semidreapta (AB astfel incait BM = AB. Sa
se arate cd triunghiurile AMD’ si ACB’ au acelasi centru de greutate.

6. Se da un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c. Demonstrati ca acest
paralelipiped este cub daca si numai daca are loc egalitatea:

(ab)® + (ac)” + (bc)* = abc(a + b + ¢).

7. Fie ABCD un tetraedru si M, N, P mijloacele muchiilor BC, CD si BD. Daca m(£DBC)

=90°, sa se arate ca AM? + AP? = AB> + AN?,

Fie cubul ABCDA’B’C’D’ cu AD = 1. Calculati distanta dintre dreptele BD’ s1 DC’.

9. Se da un paralelipiped dreptunghic cu lungimile muchiilor distincte a, b, ¢, diagonala d si
volumul V. Demonstrati ca

C (e b Vel

10.Se da prisma triunghiulara dreaptd ABCA’B’C’ in care m(£BAC) = 90°. Sa se arate ca
dreptele BA’ si B’C sunt perpendiculare daca si numai daca fata ABB’A’ este patrat.

11.Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile x, y, z este 2002 cm’. Volumul
unui alt paralelipiped cu dimensiunile x + 11, y + 13, z + 14 este de 8 ori mai mare decat
volumul paralelipipedului initial. Sa se determine aria totala a paralelipipedului initial.

12.Se considera prisma triunghiulara regulatda ABCA’B’C’. Sa se demonstreze ca planele

J6

(ABC’) s1 (BCA”) sunt perpendiculare daca si numai daca AA'= ABT .

*®

13. Fie ABCD un tetraedru regulat cu muchia de 36 cm. Daca N € (BD) si P € (CD) astfel
incat BN = 8 cm si CP = 15 cm, aratati ca (ANP) L (BCD).
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Centrul de Excelenta
Clasa a VIII —a 29.04.2006
Probleme recapitulative
1. Catetele de lungimi b si ¢ ale unui triunghi dreptunghic satisfac relatia

Vb% —6bv2 +19 +4/c? —4cy/3 +16 <3. Sa se determine lungimile laturilor triunghiului.

2. Se da o prisma patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’ cu AA’ =2AB si
d(B'D', BC')=/2 cm. Aflati aria laterala a prismei.

3. Se considera prisma triunghiulara regulata ABCA’B’C’. Sa, se demonstreze ca planele

J6

(ABC’) s1 (BCA”) sunt perpendiculare daca si numai dacd AA'= ABT.
4. Fie ABCDA’B’C’D’ un cub si M, N, P mijloacele muchiilor (AA’), (BC) s1 (C’D’).
Sa se arate ca planul (MNP) formeaza unghiuri congruente cu fiecare fata a cubului.
5. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata si E proiectia punctului A pe dreapta VC.
Daca AB = a, ;f—g:k, a>0,k>0, sa se afle:

a. Volumul piramidei;
b. Cosinusul unghiului diedru dintre planele (VAC) si (VBC).

6. Se da un trapez isoscel ABCD cu AC L BC si AC n BD = {O}. Diagonalele trapezului
determind pe linia mijlocie a trapezului trei segmente congruente avand lungimea de cate
4 cm. Fie AM L (ABC), AM =6 cm.
a. Sa se arate ca MO 1 BC;
b. Sa se calculeze aria triunghiului MBO.

7. Demonstrati ca 1n orice triunghi ascutitunghic are loc relatia 6-S,,gc <ab+bc+ca.

8. Dacax>0,y>0,z>0, sa se arate ca (X+2y)4+(y+22)4+(z+2X)4 23(x+y+z)4.

9. Fien € N. Comparati cu 0 numarul a:\/n+\/6n—9 —\/n—\/6n—9 ~.6.

< : . g | | X y
10.Sa se determine X €[1,+ ),y €(0,1] stiind ca (ﬁ+—j +—= |22 |—+.— |
[1,+0),y € (0,1] N RS % 1/y e

11.Fie a,b,c €[0, + o) astfel incat a+b-+c =2+abc. Sa se arate ca a? +b% +c? >4abc.

12.Fie a,b,c €(0, + ) astfel incat abc =1 . Demonstrati ca a?+b2+c2>Ja++b++c.

13.Demonstrati ¢i daci x, y € R, atunci 6x°+ 6y” — 6xy + 1 —2x + 4y > 0.

Probleme din Gazeta Matematica selectate de prof. Olaru Adriana -Sc. N. Titulescu Calarasi



