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10.

Patrulatere. Coliniaritate. Concurenta

Demonstrati ca medianele unui triunghi oarecare sunt concurente intr-un punct G (centru de
greutate) situat pe fiecare mediana la o treime de baza si douad treimi de varf.

Fie ABCD un paralelogram cu M, N, P si Q mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD] respectiv [AD].
Daca BQ " DM = {R} si BP n DN = {S} , aratati ca:

a) RBSD este paralelogram

b) A, R, S, C sunt coliniare

¢) [AR] = [RS] = [SC]

d) MP, BD, RS sunt concurente.

Fie ABCD un paralelogram (AB > BC), M € (AB), N € (DC), astfel incit MB = DN = BC,
BR L MC, DP L AN, R € (MC), P € (AN). Aratati ca:

a) Mijloacele laturilor (BC) si (AD) si punctele P si R sunt coliniare;

b) MN, PR si BD sunt drepte concurente

Fie ABCD un patrulater convex cu M si N mijloacele laturilor [AB], respectiv [BC]. Daca DM si
DN intersecteazad diagonala [AC] in R, respectiv S astfel incat [AR] = [RS] = [SC], demonstrati
ca ABCD este paralelogram.

Fie ABCD un patrulater convex, O punctul de intersectie a diagonalelor iar M si N mijloacele
laturilor [DC], respectiv [BC]. Sa se arate ca O este centrul de greutate al triunghiului AMN daca
si numai daca ABCD este paralelogram.

In triunghiul ABC se stie ci : m(<£ A)=90°, AM L BC, M e BC, iar N un punct pe (AM).
Paralela prin N la AB intersecteaza dreapta BC in P. Perpendiculara in N pe NC intersecteaza
dreapta AB 1n Q. Demonstrati cd [AN] si [PQ] au acelasi mijloc.

Se dau doua triunghiuri dreptunghice isoscele ABC si ADE cu m(£BAC) = m(£DAE) care nu au
puncte interioare comune. Fie M, N, P, Q mijloacele segmentelor [BC], [CD], [DE] si [BE].
Aratati ca:

a) 2MP < BC + DE

b) MNPQ este patrat sau paralelogram

Fie O un punct in planul triunghiului ABC si A’, B’, C’ simetricele punctului O fatd de mijloacele
laturilor [BC], [AC] si [AC]. Sa se demonstreze ca dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente.

In triunghiul ABC cu m(£ B AC) = 3m(£ABC), mediatoarea laturii [AB] intersecteaza latura [BC]

in punctul E, iar bisectoarea unghiului ZACB in punctul M. Stiind ca patrulaterul AEBM este
romb, determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Se da patratul ABCD si M un punct pe mediatoarea laturii [AB] astfel incat £ CMB = < MCB:
Aratati ca triunghiul AMAB este echilateral.
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Probleme de concurs

1. Dacdm,n € Z*, sd se demonstreze ca multimea A ={

m+n m-n m
3 } are cel putin un
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element in Z.

2. Daca a+b+a_b:a+b+a_b,calcula‘;iprodusul abcd.
c+d c-d c-d c+d

3. a) Verificati daca _:_ -
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b) Comparati numerele a sib
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Lol v bygs
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4. Aratati ca E<L+L+L 1 201
102

+ ...+ < —
1> 22 32 101> 102

5. Fie ABCD patrulater convex cu E mijlocul lui [AB] si F mijlocul lui [BC], M mijlocul lui [DE], N

mijlocul lui [DF], P mijlocul lui [CE], Q mijlocul lui [AF]. Sa se demonstreze ca MNPQ este
paralelogram.

6. Aratati ca picioarele a doua indltimi ale unui triunghi si mijlocul celei de-a treia laturi sunt varfurile

unui triunghi isoscel. Cercetati daca acest triunghi poate fi echilateral si in ce conditii.
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ASEMANARE

1. Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC. O dreapta perpendicularda pe BC
intersecteaza (BC), (CA) st AB in D, E, F. Dacda M este mijlocul segmentului (BC),
demonstrati ca:

a) AE=AF
b) AE-BC =2AB-DM

2. Bisectoarele unghiurilor A si D ale paralelogramului ABCD intersecteaza
diagonalele (BD) si (AC) in M, respectiv N. Demonstrati cd MN || AD.

3. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC =b si BC = a. Fie (BE bisectoarea unghiului
ZABC, E € (AC) 51 EF || BC, F € (AB). Calculati lungimea segmentului [EF].

4. O secanta intersecteaza laturile unui unghi XOY de masurd 120° in punctele A si B,
1 1

iar bisectoarea acestui unghi in punctul C. Demonstrati ca =—+—.
OoC OA OB

5. In triunghiul isoscel ABC cu [AB] = [AC], fie D mijlocul segmentului [BC], E
simetricul lui D fatd de AC si F proiectia lui B pe [AC]. Dreapta EF intersecteaza
latura [AB] in G. Demonstrati ca triunghiurile ABC si BGD sunt asemenea.

6. Se da un triunghi ABC cu m(ZBAC)=90" si AD1BC, De(BC). Bisectoarea
unghiului ZABC intersecteaza AD in E, iar bisectoarea unghiului ZDAC
intersecteaza (DC) in F. Sa se arate ca AC = 3EF < m(LABC) = 60°.

7. Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului ABC se iau punctele M si N astfel incat
BM = CN. Sa se arate ca PQ || AD, unde P si Q sunt mijloacele segmentelor (MN),
respectiv (BC), iar (AD este bisectoarea unghiului ZBAC, De(BC).

8. Paralela la bazele unui trapez dusa prin punctul de intersectie al diagonalelor
intersecteaza laturile neparalele in M si P. Sa se calculeze lungimea segmentului
MP in functie de bazele trapezului.

9. Fie O un punct interior triunghiului ABC. Paralela prin O la BC intersecteaza pe
AB in S si pe AC in P, paralela prin O la AC intersecteaza pe BC in N si pe AB in
R, paralela prin O la AB intersecteaza pe AC in Q si pe BC in M.
Demonstrati ca:

MN  PQ RS

=1
? BC "AC T AB
- MN PQ RS . : L
b) Daca BC ~AC - AB’ atunci O este centul de greutate al triunghiului ABC.
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1 1 1 1
1. Demonstrati ca + + < ,undea,b,c e R*,a+b+c=1.
a’+b*+ab a’+c’+ac b’ +c’+bc abc ’

1 < 1-3-5-...-2001-2003< 1
2005 2:4-6-...-2002-2004 /2005

2. Demonstrati inegalitatea

| 1 1 1
3. Demonstrati ca 3—2+5—2+7—2+...+W< 0,25 .
2 2 2
a“+b” +c
4. Sa se demonstreze ca ‘a‘+2‘b‘+3‘c‘_ 7 <7, oricarcar fia, b, c € R.
5. Se dau numerele
1 2 3 n 1 3 5 2n -1 1 35 2n -1
a,=—+—+—+..+ , b =—+—-4+—-+...+ , C,=—r——"
2 3 4 n+1 3 5 7 2n +1 2 46 2n
dn:gﬂg 2 ,unden e N*.
357 2n +1
b) S <1 ¢)c? 1 d)d? !

2n + 1 2n +1

“bc ca
6. Dacéa,b,c>0,atunc1—+3+
a

a

C
V2 V6 N2 ynnt])
R

2n +1

> a+b+c,

< - n .
7. Sa se demonstreze ca < —,oricarear fin e N*.

1 2n

1
V2 3\/_ T el

8. Sa se demonstreze ca pentru orice n eN*, are loc inegalitatea 1 + —

9. Demonstrati cd 1000 >1-3-5-7-...-999-1001-...-1997 -1999.

10. Dacaa,b,c>0 si a+b+c=1,atunci Ja+2b+3c++3a+b+2c++2a+3b+c S3\/§.

11. Sa se arate ca in orice paralelogram ABCD cu AB > AD are loc inegalitatea

2 2
ADZS@SABZ.

12. Sa se demonstreze cd in orice triunghi ascutitunghic ABC are loc inegalitatea
\/3('(12 +b? +¢?) >a(cosB + cosC) + b(cosA + cosC) + c(cos B + cosA) > /3(ab+ be +ca) .

13. Se considera triunghiul de laturi a > b > ¢ si se noteaza cu m, lungimea medianei corespunzatoare
. g 5 2 2 2
laturii c. Sa se arate ci ab+bc+ca<4m; +2(a” —c”).
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Probleme recapitulative

1. In triunghiul isoscel ABC cu AB = AC fie E e (BC) astfel incat % = % Paralela prin

E la AB intersecteaza pe (AC) in D, iar perpendiculara in E pe BC intersecteaza pe
(AB) in F. Sa se arate ca:

a) ADEC este isoscel

b) AAFD este isoscel.

2. Se da un triunghi isoscel ABC cu m(Z£A) = 120°. Fie M mijlocul laturii [AB].
Perpendiculara din M pe BC intersecteaza dreapta AC in D, iar bisectoarea unghiului
ZCDM intersecteaza latura [BC] in E. Sa se arate ca:

a) CD=3 AD
b) BD L DC
¢) [EB] = [EC]
d) EM || AC.

3. Fie [BM] si [CP] mediane in triunghiul ABC iar D si E puncte pe semidreptele (BM,
respectiv (CP astfel incait BM = MD si CP = PE.
a) Sa se arate ca AAPE = ABPC si AAMD = ACMB
b) Sa se arate ca punctele A, D, E sunt coliniare.

4. Pe laturile [AB] si [AC] ale triunghiului echilateral ABC se considera punctele M,
respectiv N astfel incat [AM] = [CN]. Calculati masura unghiului BOC, unde
{0} =BN n MC.

5. In exteriorul triunghiului oarecare ABC cu m(Z£A) # 90° se considera triunghiurile
dreptunghice isoscele ABN si ACM de ipotenuze [BN], respectiv [CM].
Sa se arate ca:
a) AANC = AABM
b) BM L NC.

6. In triunghiul ABC se prelungeste iniltimea [BD] dincolo de B cu BB’ = AC, apoi
inadltimea [CE] dincolo de C cu CC’ = AB. Sa se arate ca:
a) AABB’ = AACC’
b) AB’ L AC’

7. In triunghiul ABC, fie F € (BC). Paralela prin B la AF intersecteazi pe AC in E. Si se
arate cad [AB] = [AE] daca si numai daca [AF este bisectoarea unghiului Z/BAC.
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