Centrul de Excelenta 06.10.2007
Clasaa VI —-a

Divizibilitate
1. Calculati suma numerelor naturale de trei cifre divizibile cu 5, care nu sunt
divizibile cu 2.

2. FieN=1+2007 + 2007 + 2007’ +...+ 2007**"". Aritati ca:
a) N: 2008
b) N:2008 este par

3. Stabiliti daca numarul 1-3-5-7-9 +2007 este prim sau compus.

4. Determinati numerele prime care verifica egalitatea 2a + 3b + 4c = 32.

5. S se determine numerele naturale de forma ab, stiind ¢ numerele de forma

aab, aba si baa sunt simultan prime.

6. Fie x s1 y numere naturale. Aratati ca:
a) Daca (3x+5y): 13, atunci (33x+55y): 13
b) Daca (3x+5y) : 13 atunci (16x+18y): 13
c) 3x+5y) : 13 daca si numai daca (7x+3y): 13

2004

7. Aratati cd numarul N =2 + 22+ 2% + 2% + .+ 22 4+ 22% este divizibil cu 15.

8. Fie numarul
N =1007 + 1008 + 1009 +...+ 2004 + 2005 -8 —9 — 10 —...— 1005 — 1006.
a) Aratati ca N este patrat perfect
b) Aritati ca N este divizibil cu 1117,

9. Se considerd numarul a=1+ 35+ 5%+ 5% +...+5%°% + 529 Aritati ¢ numarul
b=4'5"" + 4a + 1 este patrat perfect.

10.Aflati patratele perfecte de forma aabb .

11.Determinati toate numerele de trei cifre care au exact 3 divizori.

12.Exista numere naturale p prime astfel incat n = p>*’

(justificati raspunsul)

+ 7 sa fie prim?
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Clasaa VI -a
Segmente

. Pe o dreapta se considera punctele A, M, N, C, P, Q, B in aceasta ordine astfel incat

[AM] = [MN] = [NC], [CP]=[PQ]=[QB] si AB=12 cm.

a) Sa se calculeze lungimile segmentelor [MQ] si [NP];

b) Ce lungime ar trebui sd aibd segmentul [AC] pentru ca P sa fie mijlocul segmentului [AB]?

Se dau trei puncte coliniare A, B, C 1n aceasta ordine. Fie M mijlocul segmentului [AB] si N
mijlocul segmentului [BC]. Sa se arate ca :

a) AC=2MN;

b) Daca segmentele [MN] si [AC] au acelasi mijloc, atunci [AB] = [BC].

. Fie punctele coliniare Aj, Ay, As,..., Ajgo astfel incat AjA, =1 cm, AyA3; =2 cm, AzAs =3 cm,...,
AgoA100 =99 cm. Calculati lungimile segmentelor [A;A00], [A10As0], [A40As0] 1 [MP], unde M
este mijlocul segmentului [A9Aso] iar P este mijlocul segmentului [ A40Aso]-

. Pe o dreaptd sunt 2007 puncte Aj, A, As ... A7 astfel incat distanta intre fiecare doua puncte
consecutive este de 1 cm. Pe segmentul [A; A, (sus) se construieste un patrat cu laturile de 1 cm.
Pe segmentul [A; A4] (jos) avem un alt patrat cu laturile de 1 cm, pe segmentul [As Ag] (sus) alt
patrat cu laturile de 1 cm si asa mai departe.

Constructiile se repetd ca in figura de mai jos:

A Ml A Ae As| As| A7 As Ao A

Aflati lungimea liniei frante care incepe in A si se termind in Azgo7.

. Fie A, B, C, D patru puncte coliniare, in aceasta ordine, astfel incat
AB + AD = 2AC si BD = 2% cm. Si se afle lungimea segmentului [BC].

Se considera punctele coliniare A, B, C astfel incait AB = 9 cm si AC = 5 cm. Fie M mijlocul
segmentului [AC]. Determinati lungimea segmentului [NB] stiind cd punctul N apartine dreptei
AB si MN =4 cm.

a) Construiti figura geometricd ce indeplineste simultan urmatoarele conditii :
1) Punctele A, B, C, D sunt coliniare;
i1) Segmentele [AD] si [BC] au acelasi mijloc, notat cu M;
i1i1) Punctul A nu se afla intre B si D;
iv) MC =3MA.
b) Daca P este mijlocul segmentului [AC] iar Q este mijlocul segmentului [BD], aratati ca
3PQ =2BC.

. Pe o dreapta se considera punctele A, B, C, D in aceasta ordine astfel incat BC = 3AB si
CD = 2BC. Daca punctele M si N sunt mijloacele segmentelor [AC], respectiv [AD] si
MN = 15 cm, sa se calculeze lungimile segmentelor [AB], [BC], [CD].
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Clasaa Vl-a

Probleme de olimpiada

1. Determinati toate perechile de numere naturale prime astfel ca impartind unul din ele la celalalt sa
obtinem restul egal cu catul.

.. ) 1 1 1 1 2007
2. Demonstrati inegalitatea —+ —+ —+...+ < .
22 4% P 2008% 2008
1 1 1 3 X 3
3. Daca + + = , aratati ca + Y + z = .
x+2007 y+2007 z+2007 2008 x+2007 y+2007 z+2007 2008
) 1 2 3 2008 .
4. Fie aj, a, as,...,ax008 € N astfel incat + + +...+ =1004 . Aratati ca
l+a 2+a 3+a 2008 +a
1 2 3 2008
a a a a
L2 43 4 +—2% 1004
l1+a 2+a 3+a 2008 +a
1 2 3 2008
1 1 1 1 I 1 1 1
5. Fie a=1+—+—+—+..+4— , b=—+—+—+...+— ,n e N,n>2. Aratati ca
2 3 4 n 4 6 8 2n

n

a ) S .

N=270"F L (— -b+ —j este numar natural si determinati ultima cifra a sa.
2 2

12 102 1002 10002
6. Fie numerele rationale pozitive A =—+ + +

48 408 4008 40008
1 1 1 1 1 2 2
B=l+—+—4—+..+ +—+—+...+—OO7.Calcula‘;iB—A,AB,(B—2OO2)A+1.
2 3 4 2008 2 3 2008

S1

49.14" + 2210 .11
11n+1+7n+2

2

4
7. Se considerd numerele a =2"" 12 : (23) + 32n R

c=ot3_on+2 _on+l_sn 50 g n e N

a) Calculati numerele

b) Stabiliti dacd A = Lb + b_ 3 este fractie zecimala finita, periodica simpld sau periodicd mixta.
a c ac

8. Se considera trei puncte coliniare distincte A, B, C astfel incat B s fie situat intre A si C.Fie M
mijlocul segmentului [AB] si N mijlocul segmentului [BC]. Sa se arate ca:
a) AC=2MN
b) Daca segmentele [MN] si [AC] au acelasi mijloc, atunci AB = BC.

9. Se dau punctele coliniare A, B, C, D astfel incat B € (AC), C € (BD), BC =3AB si CD = 2BC. Fie
M si N mijloacele segmentelor [AC], respectiv [AD], iar MN = 15 cm. Aflati lungimile segmentelor
[AB], [BC] s [CD].

10. Fie ZAOB, ZBOC, ZCOD si ZDOA unghiuri formate in jurul punctului O. Bisectoarea
unghiului ZBOC si semidreapta [OD sunt semidrepte opuse. Daca [OD L [OA si
m(ZLAOB) =45°, sa se arate ca:

a) OC L OB
b) bisectoarele unghiurilor AOB si COD sunt semidrepte opuse.
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Clasaa VI -a

Probleme de concurs

1. Fie unghiul ZXOY si A, B €[OX, C, D €[OY astfel incat [OA] = [OC], [OB] =[0OD], AD NnBC =
{P}. Fie M si N mijloacele segmentelor [AC], respectiv [BD]. Sa se arate ca:
a) AOBC = AODA
b) AAPB = ACPD
c¢) Punctele O, M, P, N sunt coliniare.

2. In AABC in care AB < AC, [AD este bisectoarea unghiului A (D €BC). Perpendiculara in A pe AD
intersecteazd dreapta BC in M. Fie P € AM astfel incat AM = AP. Si se arate ca:
a) AAMD = AAPD
b) AD L BE, unde {E} = AC N PD.

3. Intr-o urna sunt r bile rosii, g bile galbene si a bile albastre. Se extrage o bila si se noteaza cu pi, pa,
ps probabilitatea ca bila extrasa sa nu fie rosie, sa nu fie galbend, respectiv sa nu fie albastra. Se stie
ca p; este 80% din p; si p2 este 62,5% din ps.

a) Arataticap;+p, tp3 =2
b) Arataticar =g + 2a.

4. Aflati 100 numere rationale pozitive invers proportionale cu 2, 6, 12, ..., 100101, stiind ca suma lor
este 20% din suma primelor 100 numere naturale nenule.

Z . .. . .
==, unde X, y, z sunt numere rationale pozitive. Determinati numerele x, y

5. Fie pro (ng"le — == —
1€ proportii 3 3$ 5
=433.

iy
4
si z stiind cd x>+ y2 + 7
6. Doua dintre unghiurile unui triunghi au masurile direct proportionale cu numerele 2 si 3, iar alte
doua unghiuri ale triunghiului au masurile invers proportionale cu numerele 5 si 6. Aflati valorile
naturale ale masurilor unghiurilor triunghiului.

7. Daca elevii unei scoli sunt grupati cate 2, 3, 4, 5, 6 ramane de fiecare datd un elev negrupat. Daca se
grupeaza cate 7, nu ramane nici un elev. Aratati ca in scoala sunt cel putin 26 de elevi care 1si
serbeaza ziua de nastere in aceeasi luna.

8. Determinati numerele naturale nenule x, y, z stiind cd ——=—2> =% __ 3

2(y+z) 5(z+x) 10(x+y) 5(x+y+z).

9. Media aritmetica a numerelor a;, a,, as,...,a2006, 2006 si 2008 este 2007. Calculati media aritmetica a
numerelor a;, ay, as,...,a2006.

10. Daca 3+§:1,lsi1:§, aflati x sii .
y z z 2 y z
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